Structuri de date Il
Grafuri

Un graf este o pereche notatda G =< V,E >, unde V este o multime de varfuri,iarE SV XV
este o multime de muchii. O muchie de la varful a la varful b este notata cu perechea ordonata (a, b).
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Figura 1. Exemplu de graf orientat. a) Un graf orientat G = (V,E),cuV = {1,2,3,4,6,7} si
E =1{(1,2),(2,2),(2,4),(2,5),(4,1),(4,5),(54), (6,3)}. (2,2) este o bucli ciclicd. b) un subgraf al celui
din a) format din nodurile {1,2,3,6}.

Un graf orientat sau un digraf, este o pereche notata tot G =< V, E > in care fiecare muchie
este o perechea notatd {u, v} unde arcul format intre nodurile u, v pleacd din u si ajunge in v. in acest
tip de graf, este permisd muchia ce are acelasi nod ca destinatie si sursa. in figura de mai sus este
prezentat un graf neorientat a) si un subgraf al acestuia b).

Un subgraf este un graf G =< V',E’' >, unde V' € V, iar E’ este o submultime a lui E, adic3 a
muchiilor ce unesc nodurile din V'.

Un graf partial, este un graf G =< V,E'" >,incareE"" € E.

ntr-un graf neorientat G =< V, E >, multimea muchiilor E, consta din perechi de varfuri-
noduri, Tn care ordinea dispunerilor nodurilor in pereche nu conteaza. O muchie va fi formata din
multimea {u, v} unde u,v € V siu # v. Prin conventie, vom folosi notatia (u, v) pentru a delimita o
muchie dintr-un graf neorientat. In figura de mai jos avem o reprezentare a acestor tipuri de grafuri.
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Figura 2. Un graf neorientatin care V = {1,2,3,4,5,6} si E = {(1,2), (1,5), (2,5), (3,6)}. Nodul 4 este
izolat.

n cele ce urmeaza presupunem cd a si b, sunt doua varfuri diferite. Dou3 varfuri unite printr-o
muchie se numesc adiacente. Un drum este o succesiune de muchii de forma:

(al' aZ); (aZI a3)' ey (an—l' an)

sau de forma

{ali az}, {aZ' a3}, ey {an—1' an}

dupa cum graful este orientat sau neorientat. in figura de mai jos este trasat cu rosu, un drum

intre nodul 1 si 4.
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Figura 3. Un drum intre doud noduri D = (1,2), (2,5), (5,4)

Lungimea drumului este egala cu numarul muchiilor care il constituie.
Un drum simplu este un drum in care nici un varf se repeta .
Un ciclu este un drum care este simplu, cu exceptia primului si a ultimului varf, care si coincid.

Un graf aciclic este un graf fara cicluri.



Un graf neorientat este conex, daca intre oricare doua varfuri exista un drum. Pentru grafuri
orientate, aceasta notiune este intarita: un graf orientat este tare conex, daca intre oricare doua varfuri i
sijexistaundrumdelailajsiundelajlai.

lata mai jos un exemplu de graf neorientat conex:

Figura 4. Graf neorientat conex

n cazul unui graf neconex, se pune problema determin&rii componentelor sale conexe. O
componentd conexd, este un subgraf conex minimal, adica un subgraf conex in care nici un varf din
subgraf nu este unit cu unul din afard printr-o muchie a grafului initial. Impartirea unui graf

G =< V,E >1n componentele sale conexe determina o partitie a lui V si una a lui E. Mai jos
avem o reprezentare a unor componente conexe:

1 2

5 4

Figura 5. Componente conexe ale unui graf formate din nodurile: {1,5,6} si {2,3,4}

Varfurilor unui graf neorientat li se pot atasa informatii numite uneori valori, iar muchiilor li se
pot atasa informatii numite uneori lungimi sau costuri.

Un arbore este un graf neorientat aciclic conex. Altfel spus, un arbore este un graf neorientat in
care exista exact un drum intre oricare doua varfuri. Un graf partial care este arbore se numeste arbore
partial. Un graf aciclic, neorientat se numeste o pddure.



Reprezentarea grafurilor

Exista patru moduri mai des intalnite de reprezentare a unui graf.

Matrice de adiacenta

Se numeste matrice de adiacentd A, o matrice de |V| X |V| in care Al[i, j] = true daca varfurile i
si j sunt adiacente, iar A[i, j] = false in caz contrar. O variantd alternativa ar fi sd atribuim lui A[i, j]
valoarea lungimii muchiei dintre varfurile i si j, considerand cd A[i, j] = + atunci cdnd cele doud
varfuri nu sunt adiacente. Aceasta reprezentare are un neajuns: daca dorim sa aflam toate varfurile
adiacente unui varf dat, trebuie sa analizam o intreaga linie din matrice. Aceasta necesita n operatii
(unde n este numarul de varfuri din graf), independent de numarul de muchii care conecteaza varful
respectiv.

Matrice de incidenta

Se numeste matrice de incidenta, o matrice de |V| X |E| in care A[i, j] este numarul de céte ori
nodul v; intdlneste muchia e;.

Exemplu: dat fiind graful din figura 6. Mai jos avem matricele de incidenta respectiv de
adiacenta:

Figura 6. Un graf cu 6 noduri si 9 muchii
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Figura 7. a) Matricea de incidenta a grafului din figura 6. b) matricea de adiacenta

Liste de adiacenta

Prin atasarea fiecdrui varf i a listei de varfuri adiacente lui (pentru grafuri orientate, este necesar
ca muchia s& plece din i) se obtine o listd pentru fiecare nod. intr-un graf cu m muchii, suma lungimilor
listelor de adiacenta este 2m, daca graful este neorientat, respectiv m daca este orientat. Daca numarul
muchiilor in graf este mic, aceasta reprezentarea este preferabild d.p.d.v.d. al memoriei necesare. Este
posibil sa examinam toti vecinii unui varf in mai putin de n pasi. Pe de alta parte, pentru a determina
daca doua varfurij si j sunt adiacente, trebuie sa analizam lista de adiacenta a lui i, ceea ce diminueaza
din eficienta acestei reprezentéri. In figura de mai jos se gésesc listele de adiacenta ale nodurilor din
graful de mai sus.

Ve Y2 Ve ™ Vs ™ Vs
V3 R ™ Vs
W4 ™ Va3 ™ Vs
Vs Ve ™ Va
Ve g Y/ IRV

Figura 8. Listele de adiacenta pentru graful din figura 6.



Lista de muchii

Aceasta reprezentare este eficienta atunci cand avem de examinat toate muchiile grafului.
Practic se vor expune muchiile ca perechi de noduri.

Cum implementam concret un graf? Putem raspunde in mai multe moduri la aceasta intrebare,
dar cel mai simplu este folosind o clasa in care nodurile sunt numerotate ( in exemplul de maisusde la 1
la 6 ). Tn aceste conditii o muchie va fi dati de cele doud noduri pe care le uneste:

class Edge
{
int v, w;
Edge (int v, int w)
{

this.v v
this.w = w;

Arbori liberi

Un arbore liber este un graf conex, aciclic, neorientat. Adjectivul liber este deseori omis. Daca un
graf neorientat este aciclic dar posibil neconex, atunci el se numeste o padure. Figura de mai jos prezinta
un arbore, o padure si un graf care nu este nici una nici alta, deoarece contine un ciclu.

S

Figura 9. a) un arbore liber b) o padure c) un graf care contine un ciclu nefiind nici arbore nici padure

(c)

Proprietatile unui arbore

Fie G =<V, E > un graf neorientat. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente

G este un arbore liber

Orice doua noduri din G sunt conectate printr-un drum unic

G este conex, dar daca orice muchie este stearsa din E, atunci graful va fi neconex.
G este conex, si |[E| = |V]|—1

il



5. G esteaciclicsi |[E| = |V| -1
6. G este aciclic, dar daca o singura muchie este adaugata in E, graful rezultat va contine un
ciclu.

Demonstratiile afirmatiilor se gasesc mai jos:

D =(0@ Din moment ce un arbore este conex, orice doua noduri din G sunt conectate printr-un
drum simplu. Fie u, v cele doua noduri conectate, si p;, p, drumurile care le unesc dupa cum apare in
figura de mai jos. Fie w nodul din care cele doud drumuri se despart, si z nodul in care drumurile
converg. Fie p’ sub-drumul din drumul de la u la v, iar p"’ sub-drumul din drumul de la v la u. Drumurile
p’ sip’’ nuauin comun nici un nod, afara de capetele lor. De aceea, drumul obtinut concatenand p’si
inversul lui p’ este un ciclu. Aceasta este o contradictie in definitia arborelui.

Figura 10. Demonstratia teoremei 1.

(2) = (3) Daca oricare doua noduri din G sunt conectate printr-un drum simplu unic, atunci G este
conex. Fie (i, v) o muchie oarecare din E. Aceasta muchie este un drum de la u la v deci trebuie sa fie
calea unica de la u la v. Daca stergem (u, v) din G nu mai exista cale intre cele doua noduri, deci G
devine neconex.

(3) = (4) Presupunand ca graful este conex, si avand relatia |E| = |V| — 1 valabild pentru orice graf
conex vom dovedicd |E| < |V| — 1 prin inductie. Un graf conexcun = 1saun = 2 noduriaren — 1
muchii. Dacad G are n = 3 noduri si toate grafurile ce satisfac relatia 3. ce au mai putin de n noduri vor
satisface si |E| < |V| — 1. Stergem o muchie arbitrar aleasa din G si separam graful in doua componente
conexe. Fiecare componenta satisface 3. altfel G nu ar fi satisfacut 3. De aceea numarul maxim de
muchii in cele doud componente va fi || — 2. Daca adunam la acest numar muchia stearsa obtinem ca
|E| < |V]|—1.

(4) = (5) Presupunem ca G este conex si ca |E| = |V| — 1. Trebuie sa aratam cd G nu contine cicluri.
Presupunem ca G are un ciclu ce contine k noduri vy, v, ..., V. Fie G, =<V, E}, > subgraful lui G ce
consta doar din ciclu. [V | = |Ex| = k. Daca k < |V| trebuie sa existe un nod v, ; € V — V}, care este
adiacent cu unele noduri din V,, din moment ce G este conex. Definim G .1 =< Viyq, Exs1 >ca



subgraful lui G cu Vi, U {vy 41} si Exyq = Ex U {v;, vy1}. Deretinut cd |Viyq| = |Exy1|l = k + 1. Daca
k + 1 < n, continudm pana cand obtinem G,, =< V,, E,, >, unden = |V|, V,, =V si |V, | = |E,| = |V].

Din moment ce G, este un subgraf al lui G, avem E,, € E. si deci |E| = |V| ceea ce contrazice
presupunerea |E| = |V| — 1. Ca atare G este aciclic.

(5) = (6) Presupunem ca G este aciclic si ca |E| = |V| — 1. Fie k numarul de componente conexe ale lui
G. Fiecare componenta este un arbore, si din 5. numarul muchiilor din componentele conexe este

|V| — k. Ca atare, trebuie ca k = 1. Din 1. si 2. orice doua noduri sunt conectate printr-un drum unic. De
aceea adaugarea unei muchii creeaza un ciclu.

(6) = (1) presupunem ca G este aciclic dar daca orice muchie este adaugata la E, creeaza un ciclu.
Trebuie sa aratam ca G este conex. Fie u si v doua noduri oarecare din G. Daca u si v nu sunt deja
adiacente, addugarea unei noi muchii (u, v) creeazd un ciclu.

Arbori cu radacina

Fie un graf orientat (. Acesta se numeste arbore cu radacina r, daca exista in G un varf r din care
se poate ajunge la oricare alt varf printr-un drum unic.

Definitia este valabila si pentru un graf neorientat, dar alegerea radacinii se va face in acest caz
arbitrar. Cea mai intuitiva reprezentare a unui arbore cu radacina, este ca in figura 11: a este tatal lui b si
c. bsicsunt frati iar b este un descendent al lui a.

Un varf terminal sau frunza este un nod fara descendenti. Varfurile care nu sunt terminale se
numesc neterminale.

Orice varf al unui arbore cu radacina este radacina unui subarbore constand din varful respectiv
si toti descendentii sai.



——————————————————————————— valoarea varfului

|- === adresa fiului stang

; adresa fiului drept

Figura 11. Reprezentarea arborilor folosind adrese

intr-un arbore cu radacina vom adopta urmatoarele notatii.

Addncimea unui varf este lungimea drumului dintre radacina si acest varf.

Indltimea unui varf este lungimea celui mai lung drum dintre acest varf si un varf terminal.
Indltimea arborelui este Tnaltimea radicinii.

Nivelul unui varf este inaltimea arborelui minus adancimea acelui varf.

adéncime 0 o

adéncime 1 e @ o
adéncime 2 @ 9 m 9
adéncime 3 o o o

adancime 4 o

1 (a) b)

Figura 12. Arbori cu radacina. a) un arbore cu radacina cu Tnaltimea 4. Radacina 7 se afla in varful acestuia. Copii
(nodurile cu adancimea 1) sunt dedesubtul radacinii. Daca arborele este ordonat, relatia dintre copii si parinte
conteaza, altfel arborele este neordonat. b) un al arbore neordonat, ordinea in subarborele cu radacina 3 este alta.



Arbori binari

Arborii binari sunt o structurd compusa dintr-un set te noduri in care un nod fie:

- nu contine nici un nod copil, sau
- este compus din trei tipuri de noduri: rdddcind, ce contine un subarbore binar stang, si un
subarbore binar drept.

Arborele binar de primul tip, se numeste null sau gol, si se mai noteaza ci NIL. Daca subarborele
stang nu este gol, radacina se numeste copilul stang al radacinii intregului arbore. Acelasi lucru este
valabil si pentru subarborele drept. Daca un subarbore este NIL, se spune ca, copilul lipseste sau

este absent.

Ceea ce este foarte important intr-un arbore binar este ca pozitia unui copil, fie stanga sie
dreapta conteaza, si de obicei se va decide pe baza unei comparatii intre valorile detinute in noduri.

in figura 13 avem reprezentarea unor arbori binari.

(a) (b) {c)

Figura 13. Arbori binari. a) un arbore binar trasat in mod normal. b) un arbore binar diferit de cel din a) deoarece
nodul 7 are copilul 5 in subarborele drept de aceasta data. c) arborele binar din a) reprezentat ca arbor binar
complet: fiecare nod intern are un grad 2. Frunzele sunt prezentate ca patrate si au valoare NIL.

Tntr-un arbore binar, numarul maxim de varfuri de adancime k este 2.

Un arbore binar de indltime i are cel mult 2% — 1 varfuri, iar daci are exact 21 — 1 varfuri se
numeste arbore plin. Varfurile se vor nota in ordinea adancimii. Pentru aceeasi adancime, numerotarea
se face de la stanga la dreapta.

Un arbore binar cu n varfuri si de inaltime j este complet, daca se obtine din arborele binar plin,
de indltime i, prin eliminarea, dacd este cazul, a varfurilor numerotatecun + 1,n + 2, ..., 2'*1 — 1.



Acest tip de arbore se poate reprezenta secvential, folosind un tablou T, punand varfurile de
adancime k, de la stanga la dreapta in pozitiile T[2¥], T[2% + 1], ..., T[2¥*! — 1] (eventual cu exceptia
nivelului O care poate fi incomplet). Tn figura de mai jos avem numerotarea unui arbore binar.scu
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Figura 14 Numerotarea varfurilor intr-un arbore binar de indltime 3.
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Figura 15. Un arbore binar obtinut din cel de sus, prin eliminarea ultimilor 5 noduri. Fii lui T[i] se vor afla, daci ei
existd, in T[2i] si T[2i + 1]

Exista si alte metode de a reprezenta arbori binari. Vom analiza cum poate fi reprezentat un
arbore folosind liste inldntuite. Putem reprezenta un nod dintr-un arbore printr-un obiect. Ca si in cazul
listelor, va exista un camp cheie folosit pentru a stoca informatia (legatad de valoarea nodului). Celelalte
campuri sunt referinte catre alte noduri din arbore.



Dupa cum urmeaza in figura 16 existad pdrinte , stdnga si dreapta pentru a stoca referinte la
nodul parinte, respectiv nodurile copii din stanga si dreapta. Dacd p[x] = NIL atunci x este radacina. se
poate nota cu root[T]. Dacd root[T] = NIL atunci arborele este gol. Dac3 fiul stang sau fiul drept nu
exista se va nota in figura cu “/”.

radacina

o2

amvas

avd

Figura 16. Reprezentarea unui arbore binar T. Fiecare nod x are referintd p[x] citre périnte,
left[x] cétre copilul stanga, respectiv right[x] citre copilul dreapta. Campul cheie nu este afisat

n cele ce urmeazd vom face o scurtd incursiune in matematica elementard pentru a stabili
cateva axiome de care ne vom folosi mai tarziu.

n primul rand, numéarul maxim de noduri 2i*1 — 1, a fost calculat pornind de la ecuatia:
(@*—=b") =(a-b) (@ +a"%b+a"3b%+ ..+ ab™ % +bp" 1)
Pentru un numar real oarecare, partea fractionard se noteaza cu {x} si este definita ca
{x}=x—|x].
Pentruoricex0 < {x} <1
Pentru un numar real oarecare x definim:

x| = max{n|n < x,n este intreg} si

[x] = min{n|n = x,n este intreg}



Se pot demonstra urmatoarele proprietati

=

x—1<|x] <x <|[x] <x+ 1pentru orice x real

2. %J + [g] = n pentru orice n intreg

3. [l;i]l = [%] Si {%] = l:—bJ pentru orice n, a, b intregi (a,b # 0)

n n-m+1] .[n n+m-1 . N . s
4, —J = [ ] Sl [—] = l J pentru orice numere intregi pozitive n,m
lm m m m

Heap-uri

Un heap ( in traducere aproximativa, “gramada ordonatd”), este un sir de obiecte care poate fi
interpretat ca un arbore binar complet. Fiecarui nod din arbore ii corespunde un element din sir,
element ce contine valoarea nodului. Arborele este complet, exceptie facand eventual, ultimul nivel,
unde pot lipsi noduri terminale.

Proprietatea principala a elementelor este: valoare fiecarui varf este mai mare sau egala cu cea
a fiecdrui fiu al sdu. Tn figura de mai jos avem un heap care poate fi prezentat prin urméatorul tablou:

[ w [ 7 o 4] 7[5 [2]2]1]c6 |
m] 7] 73] T4 7S] 76l 77 78] 9] 7M10]

Figura 17. Un heap implementat printr-un sir.

Caracteristica de baza a acestei structuri de data este ca modificarea valorii unui varf se face
foarte eficient, si se pastreaza totodata proprietatea de heap. Daca valoarea unui varf creste, ai
depaseste valoarea tatalui este suficient sa schimbam intre ele aceste valori, pana cand proprietatea de
heap este indeplinita.
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Figura 18. Un heap conform sirului din figura 17

Se spune ca valoarea modificata a fost filtrata (percolated) catre noua sa pozitie. Daca
dimpotriva valoarea varfului scade, ai devine mai mica decat a unui fiu, este suficient sa schimbam
valoarea cu cea mai mare valoare a fiilor, si apoi sa continuam procesul, pana cand proprietatea de heap
este restabilitd. Vom spune ca valoarea modificata a fost cernuta (sifted down) catre noua sa pozitie.

Procedurile ce urmeaza descriu sub forma de pseudocod, cele doua operatii:
SIFT_DOWN(T[1..n],i)

& se cerne valoarea din T[i]
k «i
repeat
jek
o> gaseste fiul cu valoarea cea mai mare
if 2 <nandT[2j] > T[k] thenk < 2j
if 2 <nandT[2j+ 1] >T[k]thenk « 2j + 1
interschimba T[j] si T k]
untilj =k

WooNORrWDNDR

PERCOLATE(T[1..n],1)

> se filtreaza valoarea din T|i]

ki

repeat
j<k
ifj>1andT[jdiv2] <T[k]thenk « j div 2
interschimba T[j] si T k]

untilj =k

NoukwbNpE



Parametrul i al procedurilor reprezinta, pozitia de inceput a modificarilor, practic pozitia nodului
vizat, in arbore.

Dupa cum am precizat mai sus, pentru a pastra proprietatea de heap, la modificarea valorii unui
nod, se va cerne in functie de fosta valoare din nod (in susul arborelui sau in jos). Procedura care
realizeaza aceasta se numeste alter-heap:

ALTER_HEAP(T[1..n],i,v)

1. © T[1..n] este heap,iar 1 < i < n este pozitia.

2. o La sfarsitul procedurii, proprietatea de heap este restabilita
3. x « T[i]

4, T[i] «v

5. if v<xthen

6. SIFT_DOWNC(T, i)

7. else

8. PERCOLATE(T, 1)

Parametrul v al acestei proceduri este noua valoare ce este atribuita nodului de pe pozitia i.

Heap-ul este structura de date ideala pentru determinarea si extragerea maximului dintr-o
multime, pentru inserarea unui varf, sau modificarea valorii unui varf. Sunt exact operatiile de care
avem nevoie pentru a implementa o lista dinamica de prioritati: valoarea unui varf este prioritatea
elementului corespunzator.Evenimentul cu cea mai mare prioritate va fi radacina iar aceste
prioritati se pot modifica dinamic. Procedurile care efectueaza aceste operatii sunt:

FIND_MAX(T[1..n])

1. o returneaza elementul cel mai mare din heap
2. return T[1]

DELETE_MAX(T[1..n])

1. o> sterge elementul cel mai mare din heap —ul T
2. T[1] « T[n]
3. sift_down(T[1..n —1],1)

INSERT(T[1..n],v)

o> insereaza un element cu valoareav in heap —ul T
Tin+1] «v

o si restabileste apoi proprietatea de heap
sift_down(T[1..n —1],1)

el A



Existd doud moduri de a forma un heap, pornind de la un tablou neordonat T[1..n]. O solutie este de a
porni cu un heap nou si sa adaugam rand pe rand, elementele in heap:

SLOW — MAKE — HEAP(T[1..n])

&> formeaza in mod ineficient,din T un heap
2. fori < 2tondopercolate(T[1..i],1)

Solutia nu este una eficienta, dar exista o alta modalitate de a crea un heap, si anume in timp liniar.
MAKE — HEAP(T[1..n])

> formeaza din T un heap
2. fori < (ndiv 2)downto 1do sift — down(T,i)

Pe pozitia n div 2 se afla tatal lui n.

Fie tabloul neordonat :

1 6 9 2 7 5 2 7 4 10

Arborele ce corespunde acestui tablou este:

O O

Figura 19. Tabloul prezentat ca arbore

Aplicand procedura de creare de heap, formam subheap-uri din subarborii ce au radacina la nivelul 1,
aplicand sift-down:
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Figura 20. Subheap-uri dupa primul pas de sift_down

Dupa acest pas tabloul T devine:

| 1 | 6 | 9o | 7 | w0 | 5 | 2] 2 | 4

Dupa aceea subarborii de la nivelul 2 sunt transformati astfel ca:

®» OO

& O ONOIO

Figura 21. Transformarea pentru nivelul 2

Subarborele de nivel 2 este deja heap, iar tabloul arata astfel:

t-a
I
L3

| 1 J o] o [ 7 [ 7[5 [2 |




Ultimul pas va produce interschimbarea Iui 1 cu 10 si apoi cernerea valorii 1 pana cand arborele
va arata ca in figura 18. Un min_heap este tot un heap ce are proprietatea de heap inversata: valoarea
fiecarui varf este mai mica sau egala cu valoarea fiecarui fiu al sau. Evident, radacina va fi cel mai mic
element ca valoare. Celelalte proceduri se modifica in mod corespunzator acestei conditii.

latd mai jos, procedura de sortare a unui sir folosind conceptul de heap:
HEAP_SORT(T[1..n])

o sortam tabloul T

MAKE_HEAP(T)

fori < ndownto2do
interschimba T[1] si T|i]
SIFT — DOWN(T[1..i —1],1)
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